МАСТЕР-КЛАСС

ГЕОМЕТРИЯ, 9 КЛАСС, УРОК: «СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ»

Предмет: Геометрия

Тема: Сложение векторов
Класс: 9 класс
Учащиеся должны:

Знать, как находится сумма двух и нескольких векторов, законы сложения векторов; какие векторы называются противоположными.

Уметь строить сумму данных векторов, пользуясь правилом треугольника и параллелограмма, применять правила при решении задач.

Ход урока.

I. Организационный момент: объяснить цели урока

II. Проверка пройденного материала:

 Тестирование:

1. Верно ли утверждение:

Если 
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 = ,  то   
[image: image3.wmf]а

 и 
[image: image4.wmf]b

 коллинеарны

           да                   нет 

2. № 751 (б). Определите вид четырехугольника АВСD, если:


[image: image5.wmf]АВ



EMBED Equation.3[image: image6.wmf]­­



EMBED Equation.3[image: image7.wmf]DC

, а векторы 
[image: image8.wmf]АD

 и 
[image: image9.wmf]ВС

 не коллинеарны.   (трапеция)
3. №748 (в).

 В параллелограмме АВСD диагонали пересекаются в точке О. Равны ли векторы
[image: image10.wmf]АО

 и 
[image: image11.wmf]ОС


   
Да                       нет 

III.  Объяснение нового материала

План объяснения

1. Противоположные векторы

Определение:
Два вектора, имеющие равные модули и противоположные направления, называются противоположными.

Вектор, противоположный вектору 
[image: image12.wmf]а

, обозначается  (- 
[image: image13.wmf]а

) и (произносится «минус 
[image: image14.wmf]а

»).

На рисунке изображены противоположные векторы 
[image: image15.wmf]АВ

 и 
[image: image16.wmf]DC

, т.е. (
[image: image17.wmf]АВ

(=(
[image: image18.wmf]DC

 (и  
[image: image19.wmf]АВ



EMBED Equation.3[image: image20.wmf]­¯



EMBED Equation.3[image: image21.wmf]DC

. Если 
[image: image22.wmf]АВ

=
[image: image23.wmf]а

, то 
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 = -
[image: image25.wmf]а
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2. Правило треугольника

Если переместить тело из точки А в точку В, а потом из точки В в точку С (Рисунок1), то суммарное перемещение из А в С представляется вектором 
[image: image27.wmf]АС

. Так складывают векторы 
[image: image28.wmf]АВ

 и 
[image: image29.wmf]ВС

:


[image: image30.wmf]АВ

+ 
[image: image31.wmf]ВС

 = 
[image: image32.wmf]АС


В рассмотренном случае конец первого вектора
[image: image33.wmf]АВ

 является началом второго вектора 
[image: image34.wmf]ВС

. В общем случае векторы 
[image: image35.wmf]а

 и 
[image: image36.wmf]b

 складываются следующим образом ( рисунок справа). Сначала откладывают от какой-либо точки А вектор 
[image: image37.wmf]АВ

 = 
[image: image38.wmf]а

, а потом от точки В вектор
[image: image39.wmf]ВС

=
[image: image40.wmf]b

. Тогда вектор
[image: image41.wmf]АС

 представляет сумму векторов 
[image: image42.wmf]а

 и 
[image: image43.wmf]b

: 
[image: image44.wmf]а

+
[image: image45.wmf]b

 = 
[image: image46.wmf]АВ

+ 
[image: image47.wmf]ВС

 = 
[image: image48.wmf]АС
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3. Сумма двух векторов.

Итак, суммой двух векторов называется вектор, построенный по правилу треугольника.

В частности, если вектор 
[image: image50.wmf]а

 складывается с противоположным ему вектором  (-
[image: image51.wmf]а

), то в сумме получается нулевой вектор: 
[image: image52.wmf]а

+ (-
[image: image53.wmf]а

) = 0. Складывая векторы 
[image: image54.wmf]а

 и 
[image: image55.wmf]b

 по правилу треугольника,  мы поступали так:

Выбирали точку А, откладывали от нее 
[image: image56.wmf]АВ

 =
[image: image57.wmf]а

, затем от точки В откладывали вектор 
[image: image58.wmf]ВС

 = 
[image: image59.wmf]b

 и получали вектор 
[image: image60.wmf]АС

 = 
[image: image61.wmf]а

+
[image: image62.wmf]b

. Покажем, что полученный таким образом результат, т.е. сумма 
[image: image63.wmf]АС

 векторов 
[image: image64.wmf]а

 и 
[image: image65.wmf]b

 не зависит от выбора точки А. Для этого выберем какую-нибудь точку А1, отличную от точки А. По правилу треугольника построили векторы 
[image: image66.wmf]1
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 =
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 и 
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 = 
[image: image69.wmf]b

.Требуется проверить, что векторы 
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  и АС равны. Действительно, т.к. 
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 =
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 и 
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 =
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, то 
[image: image75.wmf]АВ

 =
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, тогда АВВ1А1 - параллелограмм, отсюда АА1 = ВВ1. Аналогично из векторного равенства 
[image: image77.wmf]ВС

 = 
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 вытекает, что  
[image: image79.wmf]1
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 = 
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. Тогда т.к. два вектора 
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 и 
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 равны третьему вектору
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, то
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АА

 =
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. Следовательно,АСС1А1 - параллелограмм, отсюда 
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[image: image87.wmf]1

1

С

А


                              [image: image88.png]Ypok 03. CnoxeHue AByX BEKTOPOB

CyMMa ABYX BeKTOpPOB (YacTk 1)

WITak, CyMMoll 08X 6€KIMOPOS Ha3bISASICH 6EKMOP,
NOCMPOSHHbIE 0 NpasUy MpeyeobHuKa.
B 4acTHOCTM, CIM BEKTOP a CKNaAbIBaeTCA ¢
B1 C1 NPOTUBOMONOMXHbLIM €My BEKTOPOM (-a), TO B CyMMe
B noMyyaeTcs HyneBoil BekTop: a+(-a)=0. Cknaabieas
BeKTOpb! @ 1 b Mo NpaBuTy TpeyronbHUKa Mbl MocTynanm
TaK: BbiGMpany Touky A, oTKnaablsanu oT Hee AB=a,
3aTeM oT Toukn B oTknaapisanu Bektop BC=b n
— nonyyanu sektop AC=a+b. MokaxeM, 4TO NONyYEHHbIA
a Takum o6pa3om pesynbTar, T. e. cymma AC BeKTOpoB a n
A b He 3aBUCUT OT BbIGopa Toukn A. [ins aToro BbiGepem
1 KaKylo-HUBYAb TOuKy A+, OTNMUHYIO OT A. Mo Npasuny
TpeyroribH1ka NocTPoUM BekTopbl A1B1=a u B1C1=b.
o S | TpebyeTcs npoBepuTb, YTo BekTopbl A1C1 N AC paBHbI.
b HeiicTBuTenbHo, T. k. AB=a u A1B1=a, To AB=A1B1,
Toraa ABBsAs — napannenorpamm, otcioaa AA1=BB1.
AHanNorMyHo 13 BEKTOPHOro pageHcTsa BC=B1C
BbiTekaeT, 4To BB1=CC1. Toraa T. K. ABa BekTopa AA1 1
CC1 paBHbl TpeTbeMy BekTopy BB1, To AA1=CC1.
CneaogatenbHo, Toraa ACC1A1 — napannenorpamMm,
otcloaa AC=A1C1.
CyMMOii AiBYX BEKTOPOB Ha3bIBaeTCs BEKTOp, « -
NOCTPOEHHbIiA N0 NpaBuy TPeyronbHUKa.

«Hazan B E 5| [ 78 18] i e Bnepen>>





При сложении векторов 
[image: image89.wmf]а

 и 
[image: image90.wmf]b

  имеют место следующие неравенства для модулей этих векторов:


[image: image91.wmf]а

 + 
[image: image92.wmf]b

   
[image: image93.wmf]а

 + 
[image: image94.wmf]b

 и 
[image: image95.wmf]а

 + 
[image: image96.wmf]b

  
[image: image97.wmf]а

 - 
[image: image98.wmf]b

 причем равенство 
[image: image99.wmf]а

 + 
[image: image100.wmf]b

= 
[image: image101.wmf]а

 - 
[image: image102.wmf]b

 достигается только в случае противоположно направленных векторов 
[image: image103.wmf]а

 и 
[image: image104.wmf]b

  .

Эти неравенства вытекают из неравенства треугольника для любых точек А,В и С ( в том числе и лежащих на одной прямой).
 Анимация двух векторов.

4. Сложение векторов

[image: image1.wmf]а

При сложении векторов, как и при сложении чисел, выполняются переместительный и сочетательный законы. Кроме этого вы познакомитесь с правилом, по которому можно построить сумму двух неколлинеарных векторов.

5. Переместительный закон сложения.

            [image: image105.png]Movowe  Hausno pasore

Mepeiiru  eeifiopy upokce >>

PaGoyee MecTo yuuTens

Blixonus cncTemsl

Mposectaypor s knacce [

—— Ypok <Ypok 04. 3aKoH CROXEHUs BEKTOPOB>

=

T

Tecrsic cepeepa ki >

lonaanun, uru romns o]

{17 i Bectopos 4 ompaseanieo
fpaessoreo

b
ovasarencoreo: )
Pasonorpm cwatara onyuaf xonmespax
sertapos 3 b. Torga 6o 3, 1o 3 b. Eom

.10 orsosint 13 o a o1 rpows kol

o 4 exrop AB-s, 3 sare o Toun Barncxm
sertop BCsb. Tora 1o opepeneso AC=asb.
Tnapt va mpano 113 o1 rpow oo o 41

7

EeKTopom <B-he(B>.

i ot 1 gy e i ayiiies: o 7

e 1ca, Y HonyUTEA T3 56 AN 1. .13k W 1 CAYGBE e 8 . GAAETGA
epaeoTTEm A snon crc e, JOKEASM 1o

IyeTh bexTon <Bra</B> coranmas e ¢

TSI 2108 X10p, AL §0X0pY 3. Eom X2 ORRUARA OTICKHTL LexTe paeKtsexTopy B, 10





Теорема: (Переместительный закон сложения векторов или коммутативность сложения)

Для любых векторов 
[image: image106.wmf]а

 и 
[image: image107.wmf]b

   справедливо равенство: 
[image: image108.wmf]а

 + 
[image: image109.wmf]b

 = 
[image: image110.wmf]b

 +
[image: image111.wmf]а


Доказательство: Рассмотрим сначала случай коллинеарных векторов 
[image: image112.wmf]а

 и 
[image: image113.wmf]b

. Тогда либо 
[image: image114.wmf]а



EMBED Equation.3[image: image115.wmf]­­
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, либо 
[image: image117.wmf]а
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. Если 
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EMBED Equation.3[image: image122.wmf]b

, то отложим на прямой а от произвольной точки А вектор 
[image: image123.wmf]АВ

 = 
[image: image124.wmf]а

, а затем от точки В отложим вектор 
[image: image125.wmf]ВС

 = 
[image: image126.wmf]b

. Тогда по определению 
[image: image127.wmf]АС

 =
[image: image128.wmf]а

 + 
[image: image129.wmf]b

. Теперь на прямой b а от произвольной точки А1 отложим вектор 
[image: image130.wmf]1
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В

А

 =
[image: image131.wmf]b

, затем 
[image: image132.wmf]1
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 =
[image: image133.wmf]а

. Тогда по определению 
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 = 
[image: image135.wmf]b

 +
[image: image136.wmf]а

. 
[image: image137.wmf]АС



EMBED Equation.3[image: image138.wmf]­­
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, т.к. 
[image: image140.wmf]АС

 = 
[image: image141.wmf]а

 + 
[image: image142.wmf]b

 =  
[image: image143.wmf]а

 + 
[image: image144.wmf]b

 и 
[image: image145.wmf]1
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 = 
[image: image146.wmf]b

 +
[image: image147.wmf]а

 = 
[image: image148.wmf]b

 +
[image: image149.wmf]а

.  
[image: image150.wmf]а

 и
[image: image151.wmf]b

 - скаляры, то 

 
[image: image152.wmf]а

 + 
[image: image153.wmf]b

=
[image: image154.wmf]b

 +
[image: image155.wmf]а

, поэтому 
[image: image156.wmf]АС

=
[image: image157.wmf]1
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Если 
[image: image158.wmf]а



EMBED Equation.3[image: image159.wmf]­¯



EMBED Equation.3[image: image160.wmf]b

, то отложим на прямой а от произвольной точки А вектор 
[image: image161.wmf]АВ

 = 
[image: image162.wmf]а

, а затем от точки В отложим вектор 
[image: image163.wmf]ВС

 = 
[image: image164.wmf]b

. Тогда по определению 
[image: image165.wmf]АС

 =
[image: image166.wmf]а

 + 
[image: image167.wmf]b

. Теперь на прямой b а от произвольной точки А1 отложим вектор 
[image: image168.wmf]1
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 =
[image: image169.wmf]b

, затем 
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 =
[image: image171.wmf]а

. Тогда по определению 
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 +
[image: image174.wmf]а

. 
[image: image175.wmf]АС
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, т.к. 
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 = 
[image: image179.wmf]а

 + 
[image: image180.wmf]b

 =   
[image: image181.wmf]а

 -
[image: image182.wmf]b

  и 
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 = 
[image: image184.wmf]b

 +
[image: image185.wmf]а

 =  [image: image186.wmf]b

 - [image: image187.wmf]а

.  [image: image188.wmf]а

 и[image: image189.wmf]b

 - скаляры, то 

  [image: image190.wmf]а

 -[image: image191.wmf]b

 = [image: image192.wmf]b

 - [image: image193.wmf]а

, поэтому [image: image194.wmf]АС

=[image: image195.wmf]1
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6. Правило параллелограмма
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Правило  параллелограмма.

Раньше, чтобы получить сумму векторов [image: image197.wmf]а

 и [image: image198.wmf]b

, мы пользовались правилом треугольника. В доказательстве предыдущей теоремы мы  получили правило параллелограмма: Если два вектора не коллинеарны, то их сумма представляется диагональю построенного на них параллелограмма. Итак, чтобы сложить неколлинеарные векторы [image: image199.wmf]а

 и [image: image200.wmf]b

, нужно отложить от произвольной точки О вектор [image: image201.wmf]ОА

 = [image: image202.wmf]а

и [image: image203.wmf]ОВ

 =[image: image204.wmf]b

 и построить параллелограмм ОАСВ. Тогда [image: image205.wmf]ОС

 =[image: image206.wmf]а

 + [image: image207.wmf]b


Тренажер
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Укажи вектор, равный сумме двух векторов

7.Сочетательный закон умножения

Операция сложения векторов, как и операция сложения чисел, обладает и сочетательным свойством.
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Теорема: (Сочетательный закон сложения, или ассоциативность сложения).Для любых [image: image209.wmf]а

 , [image: image210.wmf]b

 и [image: image211.wmf]с

   справедливо равенство:  ([image: image212.wmf]а

 + [image: image213.wmf]b

)+[image: image214.wmf]с

 = [image: image215.wmf]а

 + ([image: image216.wmf]b

+[image: image217.wmf]с

)

Доказательство: Отложим от точки А вектор [image: image218.wmf]АВ

 =[image: image219.wmf]а

 , а затем от точки В - вектор [image: image220.wmf]ВС

 = [image: image221.wmf]b

 и от точки С - вектор[image: image222.wmf]CD

=[image: image223.wmf]с

. Т.к. по правилу треугольника [image: image224.wmf]а

 + [image: image225.wmf]b

=[image: image226.wmf]АВ

+[image: image227.wmf]ВС

=[image: image228.wmf]АС


И [image: image229.wmf]b

+[image: image230.wmf]с

 =[image: image231.wmf]ВС

+[image: image232.wmf]CD

=[image: image233.wmf]BD

, то   ([image: image234.wmf]а

 + [image: image235.wmf]b

)+[image: image236.wmf]с

 =  ([image: image237.wmf]АВ

+[image: image238.wmf]ВС

)+[image: image239.wmf]CD

=[image: image240.wmf]АС

+[image: image241.wmf]CD

 = [image: image242.wmf]AD


И [image: image243.wmf]а

 + ([image: image244.wmf]b

+[image: image245.wmf]с

) = [image: image246.wmf]АВ

+([image: image247.wmf]ВС

+[image: image248.wmf]CD

)=[image: image249.wmf]АВ

+[image: image250.wmf]BD

=[image: image251.wmf]AD

. Итак, ([image: image252.wmf]а

 + [image: image253.wmf]b

)+[image: image254.wmf]с

 = [image: image255.wmf]а

 + ([image: image256.wmf]b

+[image: image257.wmf]с

)

Теорема доказана.

Замечание: Сочетательный закон сложения векторов справедлив для любого числа векторов
Тренажер (отрабатываются навыки законов сложения)
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        Укажите недостающие значения в формулах.

8. Сумма нескольких векторов

[image: image358.png]Movowe  Hausno pasore

Mepeiiru  eeifiopy upokce >>

—— Ypok <Ypok 05. Cymma HECKOALKIX BEKTOPOR>

PaGoyee MecTo yuuTens

Wnavemnyansseii noptcpent,

Blixonus cncTemsl

Mposectaypor s knacce

I

T

Tecrsic cepeepa ki >

ko sextopos  yoaere, 1o sakomy
sy HoxHD ceyCTEMTL 90 CAKEHHE





Суммой нескольких векторов называется вектор, получающийся после ряда последовательных сложений: к первому вектору прибавляется второй, к полученному вектору прибавляется третий и т.д. Сумма векторов [image: image259.wmf]а

 , [image: image260.wmf]b

, [image: image261.wmf]c

 и[image: image262.wmf]d

 обозначается так: [image: image263.wmf]а

 +[image: image264.wmf]b

+ [image: image265.wmf]c

+[image: image266.wmf]d

. Из определения вытекает способ построения суммы нескольких векторов.
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Построим, например, сумму [image: image267.wmf]а

 +[image: image268.wmf]b

+ [image: image269.wmf]c

+[image: image270.wmf]d

 векторов [image: image271.wmf]а

 , [image: image272.wmf]b

, [image: image273.wmf]c

 и[image: image274.wmf]d

. От произвольной точки О отложим вектор [image: image275.wmf]ОА

=[image: image276.wmf]а

, от точки А отложим вектор [image: image277.wmf]АВ

 =[image: image278.wmf]b

, а затем от точки В - вектор [image: image279.wmf]ВС

=[image: image280.wmf]c

, наконец, от точки С - вектор [image: image281.wmf]CD

=[image: image282.wmf]d

. Тогда, по определению, вектор [image: image283.wmf]ОD

 - сумма векторов  [image: image284.wmf]а

 , [image: image285.wmf]b

, [image: image286.wmf]c

 и[image: image287.wmf]d

 или [image: image288.wmf]ОD

=[image: image289.wmf]а

 +[image: image290.wmf]b

+ [image: image291.wmf]c

+[image: image292.wmf]d

.

Тренажер (показ анимации сложения пяти и семи векторов)

Выводы по теме:

1.
Два вектора, имеющие равные модули и противоположно направленные, называются противоположными.

2.
Суммой двух векторов называется вектор, построенный по правилу треугольника.

3.
Правилом треугольника называется следующее последовательное построение: сначала откладывают от произвольной точки А вектор [image: image293.wmf]АВ

=[image: image294.wmf]а

, а потом от точки В - вектор [image: image295.wmf]ВС

=[image: image296.wmf]b

. Тогда [image: image297.wmf]АС

 = [image: image298.wmf]а

 +[image: image299.wmf]b


4.
Если вектор складывается с противоположным ему вектором, то в сумме получится нулевой вектор.

5.
Теорема (Переместительный закон сложения): Для любых векторов[image: image300.wmf]а

 и [image: image301.wmf]b

 справедливо равенство: [image: image302.wmf]а

 +[image: image303.wmf]b

=[image: image304.wmf]b

+[image: image305.wmf]а


6.
Правило параллелограмма: если два вектора не коллинеарны, то их сумма представляется диагональю построенного параллелограмма.

7.
Теорема(Сочетательный закон сложения): Для любых векторов [image: image306.wmf]а

 и [image: image307.wmf]b

 справедливо равенство: ([image: image308.wmf]а

 +[image: image309.wmf]b

)+ [image: image310.wmf]c

 =[image: image311.wmf]а

 +([image: image312.wmf]b

+ [image: image313.wmf]c

).

8.
Суммой нескольких векторов называется вектор, получающийся после ряда последовательных сложений: к первому вектору прибавляется второй, к полученному вектору прибавляется третий.

9.
Способ построения суммы нескольких векторов называется правилом многоугольника.

    10. Если начало первого вектора совпадает с концом последнего, то суммой таких векторов будет нулевой вектор.

IV. Закрепление полученных знаний:

Тестирование:

1. Дан треугольник АВС. Выразите через векторы [image: image314.wmf]а

=[image: image315.wmf]АВ

 и [image: image316.wmf]b

=[image: image317.wmf]ВС

 вектор   [image: image318.wmf]АС


      А) [image: image319.wmf]b

- [image: image320.wmf]а


        Б) [image: image321.wmf]а

 - [image: image322.wmf]b

  
      В) [image: image323.wmf]а

 + [image: image324.wmf]b


2. Векторы [image: image325.wmf]а

 и [image: image326.wmf]b

 отложены от точек А и А1, причем [image: image327.wmf]АВ

 = [image: image328.wmf]1

1

В

А

 =[image: image329.wmf]а

, [image: image330.wmf]ВС

 =[image: image331.wmf]1

1

С

В

=[image: image332.wmf]b

. Как называется фигура АСС1А1?
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А) трапеция    

  б) параллелограмм       

  в)   ромб
3. №770. Дан параллелограмм АВСD. Выразите вектор [image: image333.wmf]АС

 через векторы [image: image334.wmf]а

 и[image: image335.wmf]b

,     если [image: image336.wmf]а

 =[image: image337.wmf]AB

, [image: image338.wmf]b

 = [image: image339.wmf]BC


а) [image: image340.wmf]АС

=[image: image341.wmf]а

-[image: image342.wmf]b


б) [image: image343.wmf]АС

=[image: image344.wmf]b

 - [image: image345.wmf]а


в) [image: image346.wmf]АС

=[image: image347.wmf]а

+[image: image348.wmf]b


4. Какой вектор является суммой векторов  [image: image349.wmf]а

, [image: image350.wmf]b

, [image: image351.wmf]с

 и [image: image352.wmf]d

?

А) Вектор [image: image353.wmf]OD


Б) Вектор [image: image354.wmf]DO


В) Вектор [image: image355.wmf]AD


V. Подведение итогов.
VI. Задание на дом:  п.79-81, №№ 759, 761, 762 (а,в,г,д)
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